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Potenzen, Wurzeln, Logarithmen

Grundformeln

Potenzen: a™b™ = (ab)™ , n>1 natlrliche Z. (P1)
=" (P2)
aa™ = a™™ (P3)
== ar ™ fuirn>m. (P4)
(@™)™ = a™™ (P5)
Insbesondere gilt: a® = 1,a # 0; 0° nicht def.; a™ = a—ln
Wurzeln: m,n=1,2,3,... und a,b = 0 gilt:

Na - Vb= Yab (W1)
Ra Vb= "% ;b # 0 (W2)

Va - Va = "Vartm (W3)

VWa ="Va (W4)

"Wamk = Ya™ (W4a), Kiirzen des Wurzelexponenten

Vam = (%a )™ (W5),speziell:  Va* =(YVa)*=a
a-¥a="Ya"*1 (W6)

Der Zusammenhang zwischen den Potenz-u. Wurzelgesetzen wird durch die

Definitionsgleichung a» = Ya™ , a > 0 (W7) gegeben. Damit lassen sich alle
Wurzelgesetze nachweisen.

Hinweis 1 : Es ist stets Y/a > 0 fiir beliebiges n.

Daher ist ¥/x2 = |x| ! (wird oft falsch gemacht).

Wird x > 0 vorausgesetzt, so ist Vx2 = x.

Z.B. V4 =2 ,nicht-2, obwohl (—2)? = 4.

L6st man die quadratische Gleichung x2 —4 =0 - x?2 =4

> VxZ =V4 > |x|=2-x=+2.
4+a, a=0
—a, a<0
geometrische Interpretation: |a| Abstand der Zahl a vom Nullpunkt.
| a — ay| = a > Abstand von a zu ay, a, feste Zahl.
Z.B. |a — 1| = 1 bedeutet: alle Zahlen a, die von +1 den Abstand 1 haben,
also a=0 und a=2.
Die Ungleichung |a — ay| < @ bedeutet: alle Zahlen a, deren Abstand von
a, kleiner oder gleich a ist, d.h. alle Zahlen a, die im Intervall
a,—a<a<a,+a liegen.

Betragsdefinition: |a| = { -u.a.lal=a-a=+ta,

Logarithmen: Gegeben sei a,c , gesucht: b, mit a®? = c . Fiir den gesuchten
Exponenten schreibt man auch b = log,c : Logarithmus von c zur Basis a, etwa



20 =8> b =10g,8 =3,denn 23 = 8.
In der héheren Mathematik verwendet man Uberwiegend die Basis a=e (transz. Zahl):
b = In ¢ (naturlicher Logarithmus).

In(a-b) =Ina+1Inb (L1)
In() =lna—Inb (L2)
Ina? =B -Ina (L3)

In Va =%-lna (L4)

Sie missen alle Gleichungen von ,links nach rechts“ und umgekehrt lesen!

1.(-3a%)°_
2. Bringe unter eine Wurzel: / x4/ xy/x = ?

Zeigen Sie mithilfe obiger Rechenregeln folgende Gleichungen:

3. (—a)®" = g
4. (_a)2n+1 — _a2n+1

5 (q"-1D@"+ 1) =q¢"" -1

2x—3y\*

(=22 _ (2 )4

<4x2—9y2>4 2x+3y
8

7. Durch Ausklammern in ein Produkt verwandeln:
tn+2 _ 3tn + tn—l_

-2

-4
8. Soweit wie mdglich vereinfachen: [(t%) ]

9. Gegeben sei der Ausdruck /x? —y?,x,y # 0.
a) Wie lautet die Bedingung fir den Radikanden, damit der Wurzelwert existiert?
b) Bringen Sie ,,x“ vor die Wurzel, so dass das Produkt x -+/... entsteht.

10. Welche der folgenden Aussagen sind falsch?

a)\(=3)2 = =3, b)J(=3)2 =|-3|=3 ,c)¥=27 = -3 ,
d) ¥—27= —-327=-3, e) J(@a+b)2 =a+b, f)VaZ+ bz =|a| +|b|.

11. Rationalmachen des Nenners: Tritt im Nenner eines Bruches ein Wurzelausdruck
auf, so muss man den héufig beseitigen, d.h. aus dem irrationalen Ausdruck wird ein
rationaler Ausdruck (wurzelfrei).

Wa _ \a

Beispiel : % =T a erweitern mit va, da vava = a, vgl. (W1).




Machen Sie folgende Ausdriicke in diesem Sinne rational:

a 1 a3
a)% b) a—b C)4—\E

Losungen

P5
Hinweis 2: a) p (=2 q soll z.B. heiBen: Mit Regel (P5) folgt aus Ausdruck p der Ausdruck
q.

5 ..
b) p SP=2 q soll heillen: Mit Regel (P5) folgt die Aquivalenz der Ausdriicke p und g, die
Ausdriicke sind gleichwertig. Die Ausdriicke kénnen beliebige Terme oder Aussagen sein.

1 (-3a%)°*=(-3)°(a*)® = -27a° , mehrfache Anwendung von (P5).

schrittweise Anwendung von (W 6)—von innen nach aufen.

3. (—)* = [(=)?]" (vgl. (P5))

G

a

4. (@)™ = (-a)* (=a’) (vgl. (PY))
= g2n (_a)l
— _a2n+1.

Insbesondere ist (—=1)%**1 = —1.

5 (g™ —1(@™+ 1) =qg*™ —1 folgt aus der 3. Binomischen Formel
(a —b)(a+b) =a®?—b? wobei a=qg™, b=1.

(2x—3y)4 2x-3y \ %
4 — 4
4x2—oy2\* 4x2-9y2
— s 8

_ ( (2x-3y)8

4
W) , geklrzt 8 gegen 4 u. Anwendung der 3. Bin.F. im

Nenner, so folgt

_( (2x—3y)2 )4
- (2x+3y)(2x—-3y)



=)
2x+3y

7. Formen Sie in ein Produkt um: ¢™*? — 3t™ + t™~ 1. Wir klammern die Potenz
t™ 1 aus, d.h., es wird jeder Summand durch diesen Term mithilfe (P4) dividiert.

Lt +2-(n-1) +2-n+1 _ 43 :
Etwa = tnrem (=) = v+l — 2 also folgt insgesamt

tn—-1 -

t"1(t3 — 3t + 1). Durch Ausmultiplizieren macht man die Probe!

o @) = e

= (t712)2
— 424

9. a) Es muss x% — y2 > 0 sein. Daraus folgt die Bedingung umformuliert:

g
x2 >y = |x| > |yl

_ _ ﬁ _ _ ﬁ . . . _
b) /xZ—y2Z = /x2(1 =) = Ix| [(1—=), obigen Hinweis beachten vx2 = |x|.

10. Welche der folgenden Aussagen sind falsch bzw. richtig?

a) / (—3)%2 = —3 ist falsch, da das Ergebnis eines Wurzelausdrucks nie negativ ist (Hinweis
1).

b) +/(—=3)%2 =|—3| =3 istrichtig.Oder)+/(=3)2 =9 = 3.

2
Aber nicht {/(—=3)2 = (—3)z = (—3)! = —3: VerstoR gegen (W7), bei negativer Basis gilt
die Gleichung nicht.

¢) Y=27 = —3 st falsch (analog a)).

d) =27 = — /27 = -3 ist richtig, da das Wurzelsysmbol nur fiir positiven Radikanden
verwendet werden darf. Mit dieser Schreibweise kommt man zum gewd(inschten

Ergebnis, da eben (—3)3 = —27 ist, und zwar eindeutig.

e) v/ (a+b)2 =a+b istfalsch,da a+b auch negativ sein kann, also richtig: |a+b|.

f)va? + b2 = |a| + |b] ist falsch, da es kein Wurzelgesetz der Art gibt: \/x + y=x+y.

11.2) a abcﬁ- __azﬁﬁj__ aiﬁﬁi__&a;;

p) =~ = b im Nenner 3. Bin. Formel)
) a—~b _ (a—b)(atvb) (im Nenner 3. Bin. Forme
a+\Vb

a’-b



C)74— = 7 = ; der Nenner ist rational, wir vereinfachen weiter:
Va YaVa3 a

T4 Ea T 3T
a
281 12,421

a

28/ 33

a

28 28 45

= T, , a33 geeignet zerlegen
28/ 5528/ 5

,Wurzelexponent erweitern (\W4a)

8

a
Vet _ s

2
a

3
= 3 1 12-7 5
. a7’ =—= = 28
Mittels Potenzgesetze: — = @7 4 = q 28 = q28 = Va°.
a4

Geht sicher schneller. Betrachten Sie den vorigen Rechenweg als Ubung der
Wurzelgesetze, was auch notwendig ist.



