Prof.Dr.Siegfried Neuber(em.)

Einfache Ungleichungen und Betrdge

Einige Regeln:

(Rl)a<h &= a+c<b+c
¢ beliebig

Eine Ungleichung bleibt bestehen (ihre Richtung), wenn
man auf beiden Seiten dieselbe Zahl addiert oder subtrahiert.

(R2)a<b a ac < bc
c
Eine Ungleichung bleibt bestehen, falls man sie mit einer positiven Zahl multipliziert.

(R3) a< b &< ac > bc
c<o

Wird eine Ungleichung mit einer negativen Zahl multipliziert, so muss
das Ungleichheitszeichen umgekehrt werden (Richtungsanderung).

RO)0<a<be f<=
a b

Sind die Seiten einer Ungleichung beide positiv, so kann man man zum
Kehrwert (ibergehen und das Ungleichheitszeichen umkehren.

(RB)a<bundc<d=a+c<b+d
=> ac<bd; bc>0

Gleichgerichtete Ungleichungen kénnen addiert werden. Gilt nicht allgemein fur die
Subtraktion. Ungl. K&nnen unter eingeschrankten Bedingungen auch multipliziert werden.

_(afallsaz=0
(DF) la] := {—a, fallsa<0’
|a| ist geometrisch der Abstand der Zahl vom Nullpunkt.
Damit ist |a| stets nichtnegativ. Achtung: -a ist positiv, falls a negativ!
a<|a|

Kurz: |a|=%a.

(R6) |a| = |—al; die symmetrischen Zahlen a, —a haben denselben Abstand.
Damit folgt: |a — b| = |b — a|. Abstand der Zahlen a,b.
(R7) la—apl <ee® ay —e<a<ay+e¢

(R8) [ab|=]a]|b]

(R9) %—M b#0

~|p|
(R10) |a?| = |a| * = a?

(R11) Dreiecksungleichung: |a + b| < |a| + |b|.Der Betrag einer Summe ist nicht
grofler als die Summe der Betrage.

(*¥) © :.ist dquivalent zu ... oder auch: Aus ... folgt ... und umgekehrt

(*) = :Aus ... folgt ... (Implikation)
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Aufgaben und Losungen

1. Bestimmen Sie die Lésungsmenge L, folgender Ungleichungen:
a) 3x+2<4x-9 ,

Losung: L={x € R:x > %}
Kommentierte Ldsung:
1.a) Wir isolieren die Variable x auf der linken Seite der Ungleichung.

—3x+2<4x—9 | —4x (Subtraktion auf beiden Seiten) ,
o -7x+2 < -9 |-2,
= —7x < —11 |:(=7) (Division ; beachte: Wird eine Ungleichung

durch eine negative Zahl dividiert, so kehrt sich
das Relationszeichen um),

b) (a-x)b > Kx

Losung: Menge Laller x mit x # Ka—z).
Kommentierte Lésung:
(a-x)b > Kx

& ab—xb>Kx |—Kx

=3 ab—xb—Kx>0|—ab

=3 —xb—Kx > —ab

= —x(b + k) > —ab, | :(-1) (Richtungsinderung)
=S x(b+k) <ab (1).

Da (b+k) 2 0 muss eine Fallunterscheidung her.

1. Fall: b+k > 0 (Ungleichung dndert nicht ihre Richtung):
ab

1) e x < P

2.Fall : b+k <0 (Richtungsdnderung):

1NHe x> ﬂ.
b+k

b
Zusammengefasst: Menge L aller x # b‘:—k.

3x—1
2x+2

c)
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Losung: L={xeR: x < —1 oder x > 3}

Kommentierte Losung:

3x—1
2x+2

>1 |-2

3x—-1
x+1

>2 .(2)

Fallunterscheidung, da (x+1)S 0.
1. Fall: x+1 >0 = x> -1. Ungleichung (2) ist

© 3x—-1>2(x+1)
© 3x—1>2x+2
=S x > 3.

Erste Teilldsung : x>-1und x> 3,also L, = (3, +0) (Intervall links offen).
2.Fall: x+1< 0 = x < -1. Ungleichung (2) ist

e 3x—1<2x+2
= x <3.

Zweite Teillésung: x <-1 und x < 3, also L, = (—o0, —1) (Intervall rechts offen).
Zusammengefasst: L=L; U L,. Mengealler x<-1 oder x>3.

1
d) (3) % a<1l, NB:(0<a<1), neN(Mengeder positiven natiirlichen Z.)
Lésung: n> ﬁ

Kommentierte Losung:
B)e (n+1a<n

= na+a<n

=S na+a—nm<o

< n(a—1) < —a . Wirteilen durch (a-1) < 0 (wegen obiger NB stets negativ).

-a -a a
=4 n>—= = .
a-1 —-(1-a) 1-a

2. Zeigen Sie mithilfe der Satze
(1) a<bundc<d - ac<bd,fallsb,c >0,

(2) a<bundab >0 —>i>%,dass

b
B a<bundc>d _>%<E

und fur welche a gilt
m a’—ab < (a—b)? fallsb>0?

2.

Ldsung:
1

c>d>0 —m 0<-=-<

1 a _b
Satz2.(b) c d Satz2.(a) ¢ d’
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3. Fiir welche positiven Zahlen a gilt: a? — ab? < ab?, b # 0 beliebig ?

Losung: a < 2b?
Kommentierte Losung:

a? — ab? < ab? | +ab?
= a? < 2ab? |:a>0
s a < 2b%.

2. Bestimmen Sie die Lésungsmenge L tiber der Menge R.
a) la — 4| < 6istaquivalent mitay, =4,e =6:4—-6<x<4+6 >-2<x<10.

Geometrisch. Gesucht war die Menge L aller a, deren Abstand von 4 kleiner als 6 ist.

b) |a+1|= 4. Gesucht ist die Menge L, deren Abstand von (-1) , weil a+1=a-(-1), groRer
oder gleich 4ist. |a-(-1)|> 4 a=>—-14+4=3unda <—-1-4=-5,d.h.

L=(—o00, —5] U [3, +0).

1
ox=3undx =-—=-

x—2=+
3

c) ng—2|=§§>

N w
N |

d) |2x-1]<|x-1]. (1)

Ublicher Lésungsweg durch Fallunterscheidung.
Aus der Betragsdefinition folgt:

2x—1,furx = %
—(2x—1) fur x <%
Daraus ergeben sich folgende Fallunterscheidungen:
a)x =1, ,B)%Sx< 1, y)x<%.

x—1flirx=>1

| 2x-1]= —(x—-1) firx<1

) -1 = { 3).

@) Aus (1) wird mit (2)u. (3):2x —1<x—1= x <0,d.h.(1)ist fir kein x = 1 erfillt.
Die Teilldsungsmenge ist leer.
B)Aus (1) wird2x —1< —-(x—1) 2x < 2, dh. (1) gilt fUr% <x< g

y) Aus (1) wird —2x—-1) < —(x—1)=> x> 0,d.h.0 <x<%.

Alle 3 Falle zusammengefasst: |2x-1|<|x-1| L = (0, g).

Ein anderer Weg umgeht die Fallunterscheidungen, wenn man folgendes bedenkt:
0<a<boa?<b?= lal<|ble|al?> < |b|2ma2<b2.

Man kann eine Betragsungleichnug quadrieren, ohne die Lésungsmenge aufgrund
der Aquivalenz zu verdndern. Dies fiihrt auf eine quadratische Ungleichnug, die sich
aber leicht mit Hilfe des Graphen der Parabel |6sen |aRt.

Nochmals |2x-1|<|x-1].

|2x-1]|<|x-1|— [2x—1| 2< |x—1)?
quadrieren
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e 2x-1) %< (x—1)?

& 4x?—4x+1< x> —=2x+1

& 3x2-2x<0.

2
3

0 und x

0 Uber, so erhdlt man die Nullstellen x

Geht man zur Gleichung y = 3x2 — 2x

]. Also ist das offene Intervall (O,é)

2
3

y ist kleiner als Null firr alle x innerhalb des Intervalls [0,

die Losungsmenge.
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