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1 Lineare Algebra in Ubungen

1.1 Lineare Gleichungssyteme

Die folgenden Ubungen sollen mithilfe des Einfachen Gaukschen Algorithmus

gelost werden.

Ubungen
1.
r+y+z=2
3r+2y+ 2z =2
20 4+ 3y +4z =3
2.

r—2y+2z2=1
2 —3y+z=1
r+y—4z=1

3.(Unterbestimmtes System:mehr Unbekannte als Gleichungen)

r+y+z+2u=1
3r—y—2z4+u=4

4. (Homogenes System)

r—2y+22=0
20 —3y+2=0
—r+y+z=0

5.(Lineare Gleichung) z +y + 2z —u+v =10
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6.(Uberbestimmtes System:Mehr Gleichungen als Unbekannte)

20 —y =25
T —3y=-95
6z — 2y = lo

r4+y="7

Mathematische Vorbesinnung

Grundlage des Verfahrens ist der einfache
Satz: Multipliziert man die i-te Gleichung eines gegebenen Systems S mit einem
Faktor o # 0 und addiert sie zur k-ten Gleichung, so dass sich nur die k-te
Gleichung dndert, so ist das neue System S* dquivalent zu S, d.h. sie haben
identische Losungsmengen L.
Beispiel.

(S):2x+3y=1 (1)

r+y=0 (2)

hat die Losungen x—-1, y= 1 (Losungsmenge L = {(—1,1)}). Grafisch handelt
es sich um den Schnittpunkt der beiden Geraden (1) und (2)

Multipliziert man (1) gedanklich mit 5 und addiert diese Zeile zu (2), so erhélt
man

(S%):2x+3y=1 (1x%)
1lx+ 16y =5 (2x%).

Es hat die die identische Losungsmenge von (S), wovon man sich durch eine
Probe iiberzeugen kann.

Der Einfache Gaufsche Algorithmus

Allgemeines lineares Gleichungssystem

a1 + 129 + ...+ A1y = bl

2121 + A2 + ... + QopnTy = b2

Am1T1 + AmaTo + ... + QynXy = by
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, wobei a;;, b; € R, m # n,m < n.

Fiir S gibt es die kiirzere Schreibweise: Y7 | a;;jr; = b; mit ¢ = 1,2,...,m.Sind
alle b; = 0, so heifst das System homogen, ansonsten inhomogen. Besteht das
System nur aus einer Zeile, so spricht man von einer Linearen Gleichung. In
diesem Falle ist das Verfahren nicht anwendbar. Die Vorgehensweise wird in
einer Aufgabe erldutert.

Aus dem Gleichungssystem (S) machen wir folgende Tabelle:

T To T3 ... X, b
a1 a2 @3 ... Qi by
a1 Q2 A3 ... Qg, Do
m1  Am2  Am3 ... Amn, bm

(S) kann man nun schrittweise in ein dquivalentes System (S*) mithilfe des
obengenannten Satzes iiberfiihren. Dazu wihlt man ein « derart, dass folgendes
gestaffelte System (S*) entsteht:

T i) xT3 . Tn bz
* * * * *
ay; aj, ajy ... aj, b
* * * *
0 a3 as ... a3, b}
* * *
0 0 a3 ... a3 b3
* * *
0 0 ... a'll a; b
*
0 0o ... 0 0 b, .

Als Gleichungssystem geschrieben:

* * * gk
aj, 1 + ajxe + ...+ aj, T, = b]

ATy + ... + a5, 2, = b
apxr; + ...+ ag,x, =0bf
Fiir die Losbarkeit und Losungen des Systems gilt folgender

Satz. Ist eine der Zahlen b, b}, ,,...,b"m von Null verschieden, so ist das
System wunldsbar.Es ist ldsbar, wenn in den (m — [) letzten Zeilen Nullen
auftreten.

Es gilt dann:
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a) Fiir [ = n ist die Losung eindeutig.

b) Fiir [ < n sind (n — ) freie Variable (Unbekannte) wihlbar. Die Losung
besitzt dann (n — [) freie Parameter - eine unendliche (n — [l)-fache
Liosungsmannigfaltigkeit.

Losungen.

1.(S)ym=n=3

r vy z b;
1 -2 2 1
2 -3 1 1
1 1 -4 1

Zeile 1 wird in das neue System (S*) tibernommen. Multipliziert man
gedanklich diese Zeile mit (-2) addiert sie und zur 2. Zeile, so ensteht die Zeile 0
1 —3 —1. Fiir diesen Rechenprozess schreiben wir kiinftig: Z2 := (-2)Z1+7Z2.
Links vom Ergibtzeichen steht die neue Zeile Z2, rechts davon die alte Zeile
Z2.So ergibt Z3:=(-1)Z1 + Z3, also die Elemente 0 3 —6 0. Schliefslich folgt das
System (S**), indem man aus (S*) die erste und zweite Zeile iibernimmt und
73:= (-3)Z2 + 73, also hat die 3. Zeile von (S**) die Zahlen 0 0 3 3.

(5%)

r Yy z b;
1 -2 2 1
0 1 -3 -1
0 3 —6 0
(5*%)
r Yy z b;
1 -2 2 1
0 1 -3 -1
o 0 3 3

m =n = [ = 3. Nach obigen Satz ex. genau eine Losung, die sich aus (S**) wie
folgt ergibt: (3. Zeile) 3z =3 = z =1, (2. Zeile) y = 2, (1. Zeile)
rT—2y=—-1=x=3.

2. (S):
x Yy z b;
1 1 1 2
3 2 1 2
2 3 4 3.
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72:=-3721+72; 73:=-271+73 = (S%):

x oy z b;
1 1 1 2
0o -1 -2 —4
0 1 2 —1.

r oy z b;
1 1 1 2
0 -1 -2 —4
0O 0 0 —5.

Das System hat keine Losung (L= {}); [ = 2, b3 # 0. Die letzte Zeile bedeutet
doch Ox + 0y + 0z = —5 = 0 = —5, was offensichtlich falsch ist. Eine Folge einer
falschen Voraussetzung, und zwar des Ausgangssystems (S). Es sind
widerspriichliche Gleichungen, deren Widerspruch man auf Anhieb nicht sieht;
der sich im Laufe der Rechnung herauskristallisiert.

3. (9)

—_
—_
—_
[\
—_

(S*) folgt aus 7Z2:=-371 + 7Z2:

r vy z u b;
1 1 1 2 1
0 -4 -5 =5 1.

m=2,n=4,l=2=1<n = mit dem Satz (S) hat unendlich viele Lsungen.
Man kann (n —[) = 2 freie Parameter wihlen. Wir setzen z = t;,u =ty (1,19
beliebig reell), so folgt aus (S*)

r+y=1—2z—-2u=1—1t; — 2t
-4y —5z—-bdu=1

—4y =145z 4+ du =1+ 5t 4 5to

1 5
—y=—-+54-¢ — -t
Y 4+ 1+4 2
5 3
= — 1—t1—2-to=—-4+14 -t — -
z Y+ 1 2 4+ 1 1
1

5
=———b4-t; — -+t
Y 1 1 1 2

Z:tl

U:tg
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Die zweiparametrige Losung kann man durch Einsetzen in das Ausgangssystem
bestatigen. Wahlt man z.B. ¢; = t; = 0, so erhdlt man aus der unendlichen
Losungsmenge die spezielle Lésung z = %, Yy = —}l, z=0,u=0.

Probe: z+y+z+2u=2-1+0+0=1;
3r—y—2z+u=2+1+04+0=14.

4. (S):
r Yy oz b;
1 -2 2 0
2 =31 0
-1 1 1 0
Mit Z2:=-271+72 und Z3:=71+73 folgt (S*):
x Yy z b
1 -2 2 0

0o 1 =3 0
0o -1 3 0.

Addiert man einfach Z2+73 folgt (S**):

Ty z b;
1 -2 2 0
0o 1 =3 0
0 0 0 0

Mit dem Satz folgt, dass das System nichttriviale unendlich viele Losungen hat
und, dass man eine Variable frei wihlen darf: z = ¢. Dann ergibt sich aus (S*):
r—3z2=y—3t=0=y=3t,r—2y+22=0x—-6t+20=0=0x =4t 1

beliebig. Fiir t = 0 folgt die triviale Losung (0,0,0) — auch Nulllssung genannt.

5. Die lin. Gleichung wird nach der ersten Variablen aufgelost, fiir die restlichen
4 Variablen werden Parameter gewihlt, sodass die Gleichung eine unendliche
4-parametrige Losung hat.
rT=—y—224u—v=>y=1t,2=1t,u=13,0v =14

xr = —t; — 2ty + t3 — t4,t; beliebig. Wihlt man fiir die ¢; konkrete Werte, so
erhélt man speielle Losungen aus der unendlichen Menge; etwa wieder die
Nulllésung mit ¢; = 0Ve.

6.(S):
r oy b;
2 —1 5
1 -3 -5
6 —2 10
1 1 7
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(S*): Z1,Z2 vertauschen.

r Yy b;
1 -3 -5
2 -1 5)
6 —2 10
1 1 7

(S**):Erste Spalte unter "1"Nullen erzeugen.

Ty b;
1 -3 -5
0 b5 15
0 16 40
0 4 12

(S***):Erste Zeile mit "5"multiplizieren, zweite Zeile mit "3".

z Y b;
5 —15 —25
0 15 45
0 16 40
0 4 12
(S***%): Z4 mal (-4), Z4:=73+7Z4.
x oy b;
5 —15 —25
0 15 45
0 16 40
0 0 -8

In Z4 steht die falsche Aussage 0 = —8, d.h. das System ist nicht 16sbar.

Es geht auch einfacher: Man betrachtet etwa Z1,Z2 als Gleichungssystem mit
2 Unbekannten. Lost dieses traditionell (z.B. Einsetzungsverfahren), hier: x =
4,y = 3. Priift die restlichen Gleichungen ob dieser Losung. Z3 hat diese Losung
nicht - also das Gesamtsystem nicht 16sbar.

Weitere Ubungsaufgaben mit nicht kommentierten Losungen siehe:

[4] Lineare Gleichungssyteme und Vektoralgebra Aufgabe 0.



