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x + y + z = 2

3x + 2y + z = 2

2x + 3y + 4z = 3

��

x − 2y + 2z = 1

2x − 3y + z = 1

x + y − 4z = 1

��� �������������� !�����"����  ���#����� �	� �	��
���
��$

x + y + z + 2u = 1

3x − y − 2z + u = 4

%� �&���
���� !�����$

x − 2y + 2z = 0

2x − 3y + z = 0

−x + y + z = 0

'��������� �	��
���
$ x + y + 2z − u + v = 0
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2x − y = 5

x − 3y = −5

6x − 2y = 1o

x + y = 7
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��������� ��� ���������� 
�	 ��� �
������
��	�� ���	
 �
�
��	 ��� �
� i!	� ���
����� �
��� ��������� �
�	��� � �
	 �
���
"��	�� α �= 0 ��� ���
��	 �
� ��� k!	�� ���
�����# �� ���� �
�� ��� �
� k!	�
���
����� $����	# �� 
�	 ��� ���� �
�	�� �� $%�
&����	 �� �# ���� �
� �����

���	
���� '(����������� L�
���������

(S) : 2x + 3y = 1 (1)

x + y = 0 (2)

��	 �
� '(������ )*!+# 
* + �'(���������� L = {(−1, 1)}�� ���,��� ������	
�� �
�� �� ��� ����
		 ���	 ��� ��
��� ������� �+� ��� ���

.

���	
 �
�
��	 ��� �+� ����	
���� �
	 - ��� ���
��	 �
��� .�
�� �� ���# �� ���$�	
���

(S∗) : 2x + 3y = 1 (1∗)
11x + 16y = 5 (2∗).

/� ��	 �
� �
� 
���	
���� '(���������� &�� ���# 0�&�� ��� �
�� ����� �
��
1���� 2��������� �����

3�� /
������ ���4���� 5����
	����

5������
��� �
������ ���
�������
�	��

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2

. . .

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bn
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� ����� aij� bi ∈ R� m �= n�m < n�
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 � ���� �
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∑n
j=1 aijxj = bi ��� i = 1, 2, . . . , m�����

���� bi = 0� 
� ����� ��
 ��
��� �������� ��
��
��� ���������� ��
���� ��
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"��
�� ����� ��������
� #�� !�
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�
��� '�( ������ ��
 "������� )�������

x1 x2 x3 � � � xn bi

a11 a12 a13 � � � a1n b1

a21 a22 a23 � � � a2n b2
���

am1 am2 am3 � � � amn bm

'�( ���� ��� ��� 
��
������
� �� ��� %*���������
 ��
��� '�+( ������"� ��

������������� �����
 	��
"	�
��� #��� �%��� ��� ��� α ��
�
�� ��

 "�������

��
��,���� ��
��� '�+( ���
�����

x1 x2 x3 � � � xn bi

a∗
11 a∗

12 a∗
13 � � � a∗

1n b∗1
0 a∗

22 a∗
23 � � � a∗

2n b∗2
0 0 a∗

33 � � � a∗
3n b∗3

� � �
0 0 � � � a∗ll a∗

ln b∗l
� � �

0 0 � � � 0 0 b∗m �

$�
 &��������

�
��� ��
��
������

a∗
11x1 + a∗

12x2 + . . . + a∗
1nxn = b∗1

a∗
22x2 + . . . + a∗

2nxn = b∗2
. . .

a∗
llxl + . . . + a∗

lnxn = b∗l

�	
 ��� -.
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���� ��� -.
����� ��
 ��
���
 ���� "�������


�����  
� ���� ��
 ������ b∗l+1, b
∗
l+2, . . . , b

∗m ��� /��� ��

�������� 
� �
� ��

��
��� 
������	�0
 �
� �����	� ���� �� ��� (m − l) ������� ������ /�����
��"�
�����
0
 ���� �����
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�� ��� l < n ���	 (n − l) ��
�
 �������
 ����
�����
� �������� ��
 ���
��
�
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�
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 � �!�" m = n = 3

x y z bi

1 −2 2 1
2 −3 1 1
1 1 −4 1
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�� ���
�
	�����)� 	�
�
 #
��
 ��� ��*� �		�
�� ��
 
�	 �
� *� #
��
" �& 
���
�� 	�
 #
��
 0
1 −3 −1� ��� 	�
�
� +
)�
�(�&�
�� �)��
��
� ��� �������, #* ,- ��*�# .#*�
����� /&� 0������
�)�
� ��
�� 	�
 �


 #
��
 #*" �
)��� 	�/&� 	�
 ���
 #
��

#*�!& 
����� #1,-�� �# . #1" ���& 	�
 0�
�
��
 0 3 −6 0� !)���
2��)� �&��� 	��
!$��
� �!%%�" ��	
� ��� �
� �!%� 	�
 
���
 
�	 ��
��
 #
��
 ��
������ 
�	
#1,- ��1�#* . #1" ���& ��� 	�
 1� #
��
 /&� �!%%� 	�
 #���
� 0 0 3 3�
�!%�

x y z bi

1 −2 2 1
0 1 −3 −1
0 3 −6 0

�!%%�

x y z bi

1 −2 2 1
0 1 −3 −1
0 0 3 3

m = n = l = 3� 3�)� &���
� !��� 
4� �
��
 
��
 ���
��" 	�
 ��)� �
� �!%%� ��

�&��� 
�����, �1� #
��
� 3z = 3 ⇒ z = 1" �*� #
��
� y = 2" � � #
��
�
x − 2y = −1 ⇒ x = 3�

*� �!�,

x y z bi

1 1 1 2
3 2 1 2
2 3 4 3 �



� ������� ������� �� 	�
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�����������	 ����������� ⇒ 
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x y z bi

1 1 1 2
0 −1 −2 −4
0 1 2 −1 �

����� �������� ��� ������ � �� � �������� 
���
�

x y z bi

1 1 1 2
0 −1 −2 −4
0 0 0 −5 �

��� ������ ���  ���� !"���# 
!� $%
	 l = 2& b3 �= 0� ��� ���'�� ����� (�������
���� 0x + 0y + 0z = −5 ⇒ 0 = −5& )�� �*����������� +����� ���� ,��� -��#� �����
+������� .��������'��#& ��� ')�� ��� ���#��#�������� 
�
� ,� ����
)�����/�0������� 1�������#��& ����� 2�����/���� ��� ��+ �����( ����� �����	
��� ���� �� !��+� ��� 3������# ������ ��������������

�� 
�


x y z u bi

1 1 1 2 1
3 −1 −2 1 4


��
 +��#� ��� �������� � ���

x y z u bi

1 1 1 2 1
0 −4 −5 −5 1�

m = 2, n = 4, l = 2 ⇒ �4� ⇒ ��� ��� ���' 
�
 ��� ��������� 5���� !"���#���
6��  ��� (n − l) = 2 +���� 7�������� )8����� 2�� ���'�� z = t1, u = t2 
t1, t2
(����(�# �����
& �� +��#� ��� 
��


x + y = 1 − z − 2u = 1 − t1 − 2t2

−4y − 5z − 5u = 1

−4y = 1 + 5z + 5u = 1 + 5t1 + 5t2

−y =
1

4
+ 54 · t1 +

5

4
· t2

x = −y + 1 − t1 − 2 · t2 =
5

4
+ 14 · t1 − 3

42

y = −1

4
− 54 · t1 − 5

4
· t2

z = t1

u = t2
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����� ����
 	�� ���� t1 = t2 = 0� �� �����
 	�� ��� ��� �����������
�
�����	���� ��� ��������� �
���� x = 5

4
, y = −1

4
, z = 0, u = 0�

 ����! x + y + z + 2u = 5
4
− 1

4
+ 0 + 0 = 1 "

3x − y − 2z + u = 15
4

+ 1
4

+ 0 + 0 = 4�
#� $%&!

x y z bi

1 −2 2 0
2 −3 1 0
−1 1 1 0 �

'�
 ()!*+)(,-() ��� (.!*(,-(. /���
 $%0&!

x y z bi

1 −2 2 0
0 1 −3 0
0 −1 3 0 �

������
 	�� ���/��� ()-(. /���
 $%00&!

x y z bi

1 −2 2 0
0 1 −3 0
0 0 0 0 �

'�
 ��	 %�
� /���
� ���� ��� %��
�	 ����

��1���� ��������� 1���� �
������ ��

���� ���� 	�� ���� 2������� /��� ������ ���/! z = t� ���� �����
 ���� ��� $%0&!
x − 3z = y − 3t = 0 ⇒ y = 3t, x − 2y + 2z = x − 6t + 2t = 0 ⇒ x = 4t� t
��������� 34� t = 0 /���
 ��� 
��1���� �
���� (0, 0, 0) 5 ���� 6����
���� ������
�

7� ��� ���� 8�������� ���� ���� ��� ���
�� 2�������� ��/���
�
� /4� ��� ���
������
# 2�������� ������  ���	�
�� ������
� ������ ��� 8�������� ���� ����������
#+����	�
���� �
���� ��
�
x = −y − 2z + u − v ⇒ y = t1, z = t2, u = t3, v = t4 :
x = −t1 − 2t2 + t3 − t4�ti ��������� ����
 	�� /4� ��� ti ������
� ���
�� ��
�����
 	�� �������� �
������ ��� ��� ����������� '����" �
�� ������ ���
6����
���� 	�
 ti = 0∀i�

��$%&!

x y bi

2 −1 5
1 −3 −5
6 −2 10
1 1 7
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x y bi

1 −3 −5
2 −1 5
6 −2 10
1 1 7

���������
� ����
� ��
�� ��������� ���������

x y bi

1 −3 −5
0 5 15
0 16 40
0 4 12

����������
� ����� ��
 ������
����������� ����
� ����� ��
 � ��

x y bi

5 −15 −25
0 15 45
0 16 40
0 4 12

�������� �! ��� �"!�� �!�#� $�!�

x y bi

5 −15 −25
0 15 45
0 16 40
0 0 −8

%� �! �
��
 &�� '������ (������ 0 = −8� &��� &�� �)�
�� ��
 ����
 �*�+���
�� ���
 ���� ���'������ ,�� +�
����
�
 �
�� ����	 ��� -����������)�
�� ��
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��� 0*�
 &����� 
��&�
�1���� ���2� �����
�����
��'������� ����� x =
4, y = 3� 3�4'
 &�� ���
������ -���������� 1+ &����� 0*����� � ��
 &���� 0*����
����
 " ���1 &�� -����
�)�
�� ����
 �*�+���

5��
��� 6+������'��+�� ��
 ����
 /1����
���
�� 0*������ ������

7!8 0������ -����������)
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1�����+�� (�'��+� :�


