Quantoren

1 Grundlagen

[13

Nun soll auf die Redeweisen ,Fiir alle ...“ ,Es gibt ein ...
werden.

usw. eingegangen

Die Aussage p = Vx € 7 : p(x) (lies: "Fiir alle = aus Z gilt p(z)*
bzw. Fiir alle x aus Z gilt: « hat die Eigenschaft p“) besitzt nur
dann den Wahrheitswert W, wenn p(x) fiir alle z eines bestimmten
Bereichs (Menge) Z eine wahre Aussage darstellt. Das Symbol V
heitt Allquantor.

Die Bezeichnung des Grundbereichs (Menge) Z kann auch entfallen, falls keine
Missverstandnisse zu befiirchten sind: p = Vz : p(z) .

Neben der Moglichkeit, eine Aussageform p(z) durch Belegen der Variablen
x aus einem Bereich 7 in eine Aussage zu {iberfiihren, wird nunmehr durch die
sogenannte Bindung der Variablen x mit dem Allquantor aus der Aussage-
form p(zx) eine Aussage p. Der Vorgang léft sich auf mehrere Variable erweitern:
Aus der Aussageform p(z,y) wird durch Bindung der Variablen x,y die Aussage
p=Vx € IVy € T : p(x,y), auch kiirzer p =Vz,y € Z : p(z,y).

Beispiele

1. p; =Fiir alle reellen Zahlen z gilt: V22 = |z | kurz: p; = Vo € R :
Va2 = |z].
Die Aussage ist wahr, denn jede reelle Zahl x hat die Eigenschaft, die
Gleichung zu erfiillen.

2. po = Fiir alle Primzahlen gilt, dass sie ungerade sind“, oder ,Alle Prim-
zahlen sind ungerade®. Doch die Zahl 2 gehort auch zu den Primzahlen,
ist aber nicht ungerade, also trifft die Eigenschaft z ist ungerade nicht auf
alle Primzahlen zu, d.h. w(ps) =F.

3. p3 =Vx € R: 22 > 0ist wahr, da das Quadrat jeder reelen Zahl Null oder
positiv (nicht - negativ) ist.

4. Die Aussage py = ,Fiir alle reellen Zahlen x,y gilt: (z+%)? = 22 + 12 bzw.
ps =V, y € R: (x4 y)? = 22 + y? ist falsch. Natiirlich existieren Zahlen
X,y - etwa x = y = 0 - flir die diese Gleichung gilt, aber eben nicht fiir
alle reellen Zahlen.

Gleichbedeutend mit der Redeweise ,Fiir alle x ... sind die Ausdrucksweisen

JFiir jedes z...% Fiir beliebiges ... . Die Aussageform q(z,y) = (z + y)? =
22 + y? kann natiirlich auch durch Bindung mit einem anderen Quantor in eine
wahre Aussage iiberfiithrt werden.

Die Aussage ¢ = Jx € Z : q(x) (lies: ,Es existiert (gibt) ein x aus
7 so, dass ¢(z) gilt“) besitzt nur dann den Wahrheitswert W, falls
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q(x) fiir mindestens ein x aus Z eine wahre Aussage darstellt. Das
Symbol 3 heiftt Existenzquantor.

Daraus geht hervor, dass die Redeweise "Es gibt ein ...“ im Gegensatz zur Um-
gangssprache steht, denn in mathematischen Texten ist immer ,Es gibt min-
destens ein...“ gemeint. Man muss als Anfinger das Wortchen ,mindestens”
gedanklich hinzufiigen.

Existiert nur ein einziges Element z aus 7 auf das eine wohldefinierte Eigen-
schaft zutrifft, so sagt man ,Es gibt genau ein...“ bzw. ,Es gibt ein und nur ein
...“ Fiir diesen Fall benutzt man das Symbol 3! | etwa Ilx e R: 2z — 1 =0.
Der Existenzquantor kann ebenfalls mehrfach auftreten : 3x3y3z : p(z, vy, 2).

Beispiele

1. ¢1 =,Es gibt eine gerade Primzahl“, w(q;) =W.
Da es nur ein einziges Element mit dieser Eigenschaft aus der Menge der
Primzahlen gibt, kann man die Aussage verschérfen zu ,Es gibt genau eine
gerade Primzahl“.

2. go = ,Es gibt eine reelle Zahl x so, dass gilt: 2 = 1%,
kurz: ¢ = 3z € R : 22 = 1, w(ge) =W , denn es gibt mindestens ein
reelles Element x (z.B. x = 1) mit dieser Eigenschaft.

3. Die Aussage g3 = 3z € R : 22 < 0 ist sicher falsch, denn das Quadrat
einer reellen Zahl ist Null oder positiv.

4. gy =3Jx e RIy € R: x4y = 0, w(qs) =W, weil beispielsweise 14+(—1) = 0,
wihrend Vo € RVy € R : o + y = 0 falsch ist, etwa 1 + (—2) # 0.

Will man zum Ausdruck bringen, dass es nicht mehr als ein Element aus
T gibt, auf das eine bestimmte Eigenschaft zutrifft, so benutzt man die Rede-
weise ,,Eis gibt hochstens ein ... % sie ist dquivalent mit ,Es gibt genau ein oder
kein Element ...“. Zum Beispiel ist die Aussage ,,Zwei voneinander verschiedene
Geraden ¢g; und g1 der Ebene haben hochstens einen Punkt gemeinsam‘ eine
wahre Aussage, denn entweder haben sie keinen gemeinsamen Schnittpunkt —
die Geraden verlaufen parallel — oder sie haben genau einen Schnittpunkt mit-
einander.

Im Zusammenhang mit der Redeweise ,,genau ein“ wollen wir noch auf den
Gebrauch bestimmter Artikel hinweisen. Es macht Sinn, von der geraden Prim-
zahl bzw. von der Losung der Gleichung 2z = 1 zu sprechen, weil es jeweils
nur genau ein Element mit der geforderten Eigenschaft gibt. Dagegen macht es
keinen Sinn, von der Nullstelle der Funktion f(z) = 2° — 1, z € C zu reden,
da es nach dem Fundamentalsatz der Algebra genau 5 Nullstellen im Bereich C
der Komplexen Zahlen gibt.

Der Allquantor und der Existenzquantor kénnen in mathematischen Tex-
ten hdufig gemischt auftreten, z.B. JaxVy (lies: Es gibt ein x, sodass fiir alle y
gilt“) oder Vaz3y (lies: ,Fiir alle x existiert ein y, so dass gilt). Die zu einem
Quantorsymbol gehorige Variable nennt man gebundene Variable. Sie spielt eine
dhnliche Rolle wie die Integrationsvariable in der Integralrechnung; die iibrigen
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Variablen heifsen freie Variable.

Beispiele

1. Der Grundbereich sei R
Die Aussage Vaxdy : x +y = 0 ist wahr, denn sie behauptet, dass zu jeder
reellen Zahl x mindestens eine reelle y existiert, und zwar derart, dass
x +y =0, ndmlich z + (—z) = 0.

2. Aber! dzxVy : x + y = 0 ist nicht moglich, da es zu einem z nicht beliebig
viele y gibt, die die Eigenschaft x + y = 0 erfiillen. Beachten Sie: Die
Quantoren sind nicht einfach vertauschbar!

3. Eine Menge A wird u.a. durch eine Aussagenform p(z) beschrieben, und
zwar derart:

A={x e Z|w(p(z)) =W}, kurz A = {z|p(z)}.

Das heiftt: Alle z, die p(x) zu einer wahren Aussage machen, gehoren zur
Menge A . Die Variable x ist eine freie Variable. Dann ist auch folgender
Ausdruck denkbar:

B ={z|3y: q(x,y)} ; x freie, y gebundene Variable.

2 Aufgaben

1. Bestimmen Sie den Wahrheitswert folgender Aussagen!

(a) pp=3neN:nl =24
(b) po =3n e N:n! =24
(c) pg=3meN:nl=1,
(d) pp=Vr,yeR:z-y=0,
(
(f p6—Vx€REIy€R x>y,
(g) pr=3z,ycR x>y,

(h

(i) pp=VreRIlyecR:z+y=u=.

)
)
)
)

e) ps =Vr,ye R:x >y,
)
)
)ps=dx,yeR:z+y=uy,
)

2. Formalisieren Sie mit Hilfe von Quantoren folgende verbale Aussagen:
(a) Zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es genau einen Nachfolger m = n+1,
der wieder eine natiirliche Zahl ist.
(b) Es ist stets x = z fiir alle reellen x .
(c) Es ist stets « +y = y + « fiir alle reellen x.

(d) Zu je zwei reellen Zahlen z und y gibt es stets eine dritte reelle Zahl
z, fir die x + z = y ist.
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(e) Es gibt eine bestimmte reelle Zahl z, die bei der Addition a + x (a
beliebig reell) keine Anderung hervorruft.

3. Erginzen Sie durch die Worte ,mindestens”, ,héchstens®, ,genau ein“, und
zwar so, dass die entstehende Aussage wahr ist.

a) Die quadratische Gleichung 22 +1 = 0 hat ... eine reelle Losung.
b
¢

d

—_

Die Ungleichnug « > 1 wird von ... einem x erfiillt.
Die Gleichung a -z = b ( a # 0,b beliebig) hat ... eine Losung.

—~
~— ~— ~— ——

—~

Gleichung a -2 =b (a = b =0) hat ... eine Losung.

4. Sei X ={a,b} ,Y ={0,1} und Z = {(a,0), (a, 1), (b,0), (b,1)}. Geben Sie
die Elemente der Menge A ={z € X|3y €Y : (z,y) € Z} an!

Losungen zu den Aufgaben

1. (a) wp1) =W,
(b) w(p2) =W,
(c) w(ps) =F,
(d) w(ps) =F,
(e) w(ps) =F,
(f) wips) =W,
(8) w(ps) =W,
(h) w(pr) =W,
(i) w(ps) =W,
(7)) w(pe) = W.
2. (a) VneNdImeN:m=n+1,
(b) Ve eR:x =,
(¢c) Ve,yeR:x+y=y+=x,
(d) Ve,y e RIzeR: x4+ 2z =y,
() Vae RIzeR: a+x=a.
3. (a) hdchstens
(b) mindestens
(c) genau
(d) mindestens
(e) A

Hilfen zu den Aufgaben

1. (a) p1 =,Es gibt mindestens eine natiirliche Zahl n, so dass n! = 24“, n!
(lies ,n fakultdt®) ist das Produkt der ersten n natiirlichen Zahlen,
wobei 0! = 1 gesetzt, z.B. 31=1-2-3 =6.
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(b) p2 = ,Es gibt genau eine natiirliche Zahl n mit n! = 24
(c) Vgl 1.(a).
(d) pg =,Fiir alle reellen Zahlen ist das Produkt = -y = 0.

)

)

(
(

e) ps =,Fiir alle reelle Zahlen gilt die Relation x > y*“.

f) pe =,Zu jeder reellen Zahl x gibt es eine reelle Zahl y derart, dass
x >y

(g) pr = ,Es gibt ein reelles 2 und ein reellles y, so dass = > y*.

(h) ps = ,Es gibt mindestens eine reelle Zahl = und eine reelle Zahl y,
sodass x + y = y"“.

(i) pg =,Zu jedem reellen x existiert genau ein reelles y derart, dass
T4y ="

3. (a) Die angegebene quadratische Gleichung hat nur komplexe Losungen,
und zwar +i.

(d) Betrachtet wird letztlich die Gleichung 0 -z = 0. Fiir welche z gilt
diese?

Kommentierte Lésungen zu den Aufgaben

1. (a) p1 =,Es gibt mindestens eine natiirliche Zahl n, sodass n! = 24%; n!
(lies ,n fakultét“) ist das Produkt der ersten n natiirlichen Zahlen,
wobei 0! = 1 gesetzt, z.B. 3! = 1-2-3 = 6; n = 4 leistet das Verlangte,
also w(py) = W.

(b) po = ,Es gibt genau eine natiirliche Zahl n mit n! = 24. Da die
Operation n! eindeutig ist, gibt es nicht nur mindestens ein n, sondern
genau ein n; w(pz) = W.

(¢) p3s =,Es gibt genau eine natiirliche Zahl n, sodass gilt: n! = 1. Das
ist falsch, da 0! = 1! = 1.

(d) pg =,Fiir alle reellen Zahlen ist das Produkt = - y = 0. Das Produkt
x -y ist nur dann und nur dann Null, wenn wenigstens ein Faktor
Null ist; w(ps) = F.

(e) ps =,Fiir alle reelle Zahlen gilt die Relation x > y*; offensichtlich
nicht, denn nimmt man beliebige Zahlen z,y, so muss diese Relation
nicht gelten.

(f) pe =,Zu jeder reellen Zahl x gibt es eine reelle Zahl y derart, dass
x >y Mit 1. (e) folgt, dass die Aussage wahr ist. Aquivalent wire
die Aussage ,,Zu jeder Zahl x gibt es eine kleinere®.

(h) Die Aussage ps = ,Es gibt mindestens eine reelle Zahl = und eine
reelle Zahl y, sodass x + y = ¢ ist wahr, z.B. x =0,y = 1.

(i) pg =,Zu jedem reellen x existiert genau ein reelles y derart, dass
x +y = z“. Diese Aussage ist eine Verschérfung von (h), und zwar
der Satz iiber die Existenz der Null, z beliebig, y = 0.

2. Vgl. die Losungen zu den Aufgaben 2. (a) - (e).
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3.

(a)

Die quadratische Gleichung z? + 1 = 0 hat die beiden komplexen
Losungen 1 = 44 und x2 = —1, also hat sie keine reellen Losungen.
Man kann auch von hdéchstens einer reellen Losung sprechen.

Die Ungleichung x > 1 wird von beliebig vielen Zahlen erfiillt, also
auch von mindestens einer Zahl.

Die Gleichung a - x = b (a # 0,b beliebig) hat die einzige Losung

=2
a

Die Gleichung a-x =b (a =b=0), also 0-x = 0, ist fiir beliebige x
erfiillt, also auch fiir mindestens ein x.



