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3x ≥ (x + 1)(−x + 4), �
�,-�
 FZ� Q ' 4

3x ≥ −x2 + 4x − x + 4
0 ≥ 4 − x2

x2 ≥ 4
|x| ≥ 2.
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p0(x) : (x − 2)(x + 2) − x2 − 2x − 6 = 0
⇐⇒ p1(x) : (x − 2)(x + 2) = x2 + 2x + 6

⇐⇒ p2(x) : x2 − 4 = x2 + 2x + 6
⇐⇒ p3(x) : 2x = −10
⇐⇒ p4(x) : x = −5, ���-�� L = {−5}.
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(x − 2)(x + 2) − x2 − 2x − 6 = 0
(x − 2)(x + 2) = x2 + 2x + 6

x2 − 4 = x2 + 2x + 6
2x = −10
x = −5.
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2x + 7 = x2 + 4x + 4
x2 + 2x − 3 = 0

(x = 1) ∨ (x = −3).
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⇐⇒ x = 1 ∨ x = −3
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x2 = y2 =⇒ x = y4
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x2 = y2 ⇐⇒
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x2 =
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y2 ⇐⇒ |x| = |y| ⇐⇒ x = y ∨ x = −y.
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(p =⇒ q) = (p ∨ q) I����J

(p =⇒ q) = (q =⇒ p) (Kontraposition) I���'J

(p ⇐⇒ q) = [(p =⇒ q) ∧ (q =⇒ p)] I����J
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I�J ∀x ∈ R : x < 4 =⇒ 2x < 8�

I�J ∀x ∈ R : x < 4 ⇐⇒ 2x < 8�

I,J ∀x ∈ R : x2 + 1 = 0 =⇒ x < 0�
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ln x Q ' �&� IW =⇒ W J4 ��� �7� ���
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 ���4 �� ln x �7� x < 0 ��,-� �
(��
�� �&�� 5��
���� ��&� ��,-� &������� �
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x < 2 ∧ y < 3 =⇒ x + y < 53 x < 0 �&� ����������� �7�

√
x2 = |x|4 �
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x < 0 =⇒
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2
√

2x + 5 −√
13 − 6x =

√
37 − 6x IS��������J

=⇒ 4(2x + 5) − 4
√

2x + 5
√

13 − 6x + 13 − 6x = 37 − 6x
⇐⇒ −4

√
2x + 5

√
13 − 6x = −8x + 4

⇐⇒ √
2x + 5

√
13 − 6x = 2x − 1 IS��������J

=⇒ (2x + 5)(13 − 6x) = (2x − 1)2

⇐⇒ −16x2 − 64 = 60
⇐⇒ x2 = 4
⇐⇒ (x = 2) ∨ (x = −2)
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∀a, b, c ∈ R : a < b =⇒ a + c < b + c�
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∀a, b, c ∈ R : a < b ∧ c > 0 =⇒ ac < bc�
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�� �. ∀a, b ∈ R∃!x ∈ R : a + x = b� x ���(� ��<
�
�# b − a6

�����	 �. "��� -	� 76 �%������� �� a ��� ��$���� *������ −a
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��� a + (−a) = 0� ������������ ���� ��� -	� 89

0 + b = 0 =⇒ a + (−a) + b = b

=⇒ a + (−a + b)︸ ︷︷ ︸
x

= b (nach(A)3.)

=⇒ x = b − a ��� ��� ���+������ *��������
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−a + (−(−a)) = 0 (�)� ������������ ���� ��� ���� : ��� ���������� -����

����� ��������� ���������� ��� ��������� −a + x = 0� ���� �#������ ����

(−a) + a = 0 (��)6 !��������� ��� ��� ��� ����������� (�) ��� (��)� ��
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�6�6 P (∅) = 06

�����	 �. ;� ∅ ∈ A� �%������� ���  ��������������������( P (∅) -	%���
:�6 ��� A ∈ A ��� A �= ∅� ���� ��� ���� A ∪ ∅ = A ∈ A ��� A ∩ ∅ = ∅�
��� ��� 	%��� < ���(�9 P (A ∪ ∅) = P (A) + P (∅) = P (A)6 	��� ����

P (A) = 0 ����6
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A> (A) ��� ������ :9 P (A) + P (A) = 16

�����	 �. ?�� A ��� ���� ��
����� ��� *��������
��� ����� σ & 	���&

��� A ∈ A6 ;������ �%������� ���� 	%��� : ;��  ��������������������(

P (A)6  ���� A ∪ A = Ω ��� A ∩ A = ∅ ������ ���� ��� ��� 	%����� @
��� < ��� '����#����9

P (A ∪A) = P (A) + P (A) = P (Ω) = 16
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-
�� �. 5+� ���� ���+������� ������ n ����9  ��� n ������ � �� ��� n2������1

����9 ∀n ∈ N : � ������ =⇒ n2 ������6

�����	 �. *� ��� n ������� �6�6 n = 2k (k = 0, 1, 2, . . . )6 -	������ #�

n = 2 · k =⇒ n2 = (2 · k)2 = 4 · k2 (p1)

=⇒ n2 = 2 · (2 · k2)︸ ︷︷ ︸
k′

(p2)

=⇒ n2 = 2 · k′ -�A ��� ������ ���+������ ����� (p3)

=⇒ n2 ��� ������6 (q)
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((p =⇒ p1) ∧ (p1 =⇒ p2) ∧ (p2 =⇒ p3) ∧ (p3 =⇒ q)) =⇒ (p =⇒ q)
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 I = {1, 2, 3, 4, 5}3 A = {1, 2} =⇒ A =

{3, 4, 5} 3 B = {1, 2, 3} =⇒ B = {4, 5}�

�����	 �. *� ��� ���� A ⊆ B(�) -!�������������� �6�6 x ∈ A =⇒ x ∈ B6
;��� ��� �� ������9 B ⊆ A� �6�6 x ∈ B =⇒ x ∈ A6
;�� ,�)����� x ∈ B(��) ������ ��� ��� !������������ (�) ����� � ��� ���

������ !�������������� ������(�� ��� ��
 x ∈ A6
	�� (�) 
����� ���� 
+� ����� x ����9 x ∈ A =⇒ x ∈ B6 *� ��� ��� ��� �#��������
x ∈ A� �� 
���� ��� ��� 	��������������� ��� �������� x ∈ B6 ;�� ��� ������ ���
 �����#���� �� (��)� ���� 
���� ��� '����#���� x ∈ A6
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�� /. ∀x, y ∈ R
+ �	: x �= y =⇒ x+y

2 >
√

x · y6 ��

�����	 �.

*� ��� x �= y =⇒ (x − y)2 > 0

=⇒ x2 − 2xy + y2 > 0; (+4xy)

=⇒ x2 + 2xy + y2 > 4xy

=⇒ (x + y)2 > 4xy

=⇒ (x + y) > 2 · √xy; (�� ���� !������������ -%B4�CD�

=⇒ x + y
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>

√
xy.
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x + y

2
≤ √

xy =⇒ (x + y)2 ≤ 4xy

=⇒ (x − y)2 ≤ 0
=⇒ (x − y) = 0; I��& S������ 
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=⇒ x = y.
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*� ��� � �������� =⇒ n = 2k + 1(k = 0, 1, 2, . . . )

=⇒ n2 = (2k + 1)2

=⇒ n2 = 4k2 + 4k + 1

=⇒ n2 = 2 (k2 + k)︸ ︷︷ ︸
k′

+1

=⇒ n2 = 2k′ + 1

=⇒ n2 ��������.
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�����	 �1. �� �� ������9 x ∈ A ∪ B ⇐⇒ x ∈ B ∪A6
(=⇒)

x ∈ A ∪ B (def)
=⇒ x ∈ A︸ ︷︷ ︸

p(x)

∨x ∈ B︸ ︷︷ ︸
q(x)

(3.4)
=⇒ x ∈ B ∨ x ∈ A
(def)
=⇒ x ∈ B ∪ A.

(⇐=) ;�� �������� ���� ���� �+���)��� �����
+�����6 /6�6�6

�� �� ������9 x ∈ A ∪ (A ∩ B) ⇐⇒ ∈A6
;� ��� 
�������� �������� �� ������ 3��������� ������� �������� ��� ������ ���

G/��$�����#
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(⇐⇒)

x ∈ A ∪ (A ∩ B) ⇐⇒ x ∈ A ∨ (x ∈ A ∨ (x ∈ A ∩ B)

⇐⇒ x ∈ A ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ B)
(3.17)⇐⇒ x ∈ A.
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�� ��. ∀a ∈ R : a · 0 = 06
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�� ��. ∀a, b ∈ R : a + (−a) = a − b6
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�� ��. ∀a, b, c ∈ R : a = b =⇒ a · c = b · c6
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�� ��. ∀a, b ∈ R : a · b = 0 ⇐⇒ a = 0 ∨ b = 06

-
�� ��. ∀a, b, c, d ∈ R : a < b ∧ c < d =⇒ a + c < b + d6

-	������� $�� H�������������
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�� ��. ∀a, b, c, d ∈ R : a < b ∧ c < d ∧ b, c > 0 =⇒ a · c < b · d6
-?����#�������� $�� H�������������
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�� �/. A ⊆ B =⇒
⎧⎨
⎩A∩ C ⊆ B ∩ C
A ∪ C ⊆ B ∪ C

-?�������� $�� ∩,∪�

-
�� �0. A∩ B ⊆ A ��� A ⊆ A∪ B6
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�� �1. *� ����� A,B ��������� *���������6 ;��� ����9
A ⊆ B =⇒ P (A) ≤ P (B)6 ��
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 ���� -	�86 ��� a + 0 = a =⇒ a (a + 0)︸ ︷︷ ︸
a

= a · a + a · 0 -'� E6

=⇒ a · a = a · a + a · 0
=⇒ a · 0 = 0 -	� 86

��

�����	 ��.

b + x = a -	�76

x = a − b -���� :�

=⇒ b + (a − b)︸ ︷︷ ︸
x

= a | + (−b) -���� 7�

=⇒ b + (−b)︸ ︷︷ ︸
0

+(a − b) = a + (−b)

=⇒ 0 + (a − b) = a + (−b)

=⇒ a − b = a + (−b) q.e.d.

�����	 ��.

"��� !������������ ��� a = b | + (−b)-���� 7�

=⇒ a − b = b + (−b) = 0

=⇒ c(a − b) = c · 0 = 0 -���� :@�

=⇒ ca − cb = 0 -'�E6

=⇒ ca = cb q.e.d.



���� ��	 ��	���� ������ ��

�����	 ��.

(=⇒)"��� !������������ ��� a · b = 0.

?�� -'�76 ��� a · x = 1 |(·b)-���� :<�,
=⇒ b · a · x = b · 1
=⇒ a · b︸︷︷︸

=0(V or.)

·x = b -'� @6 86

=⇒ 0 · x = b

=⇒ b = 0.

	����� ����� ��� � K D6

(⇐=) :6 5���9 a = 0, b �= 0 =⇒ 0 · b = 0 -���� :@�

@6 5���9 b = 0, a �= 0 =⇒ 0 · a = 0

q.e.d.

�����	 ��. "��� -.� <6 ��� a < b =⇒ a + c < b + c6 *����� c < d =⇒
b + c < b + d6 	�
����� ��� 2�������$��)� -.�@69

a + c < b + c ∧ b + c < b + d =⇒ a + c < b + d 
���� ��� '����#����6

�����	 ��. a < b ∧ c > 0 =⇒ ac < bc -.� 86

*����� c < d ∧ b > 0 =⇒ cb < bd6 ?�� -.� @6 
���� ��� '����#����9

ac < bc ∧ bc < bd =⇒ ac < bd6

�����	 ��. �� ������9 A ⊆ B =⇒ A∩ C ⊆ B ∩ C.

(x ∈ A =⇒ x ∈ B) =⇒ (x ∈ A ∩ C =⇒ x ∈ B ∩ C)6

(x ∈ A =⇒ x ∈ B) =⇒ x ∈ A ∧ x ∈ C︸ ︷︷ ︸
V oraussetzung(�)

=⇒ x ∈ B ∩ C6

;� ���� !������������ A ⊆ Bx ∈ A, x ∈ B ��� ��� !������������ (�)

���� x ∈ C� 
���� x ∈ B ∧ x ∈ C ��� ����� x ∈ B ∩ C6
	����� ����� ��� ��� ������� 2���6 /6�6�6

�����	 �/. �� ������9 x ∈ A ∩ B =⇒ x ∈ A6
x ∈ A ∩ B =⇒ x ∈ A ∧ x ∈ B =⇒ x ∈ A6
���

��� x ∈ A� �� ��� ���� ����� x ∈ A ∨ x ∈ B ��� ����� x ∈ A ∪ B6
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!���		
�� �. A ⊆ B =⇒ B = A ∪ (B \ A) 6 ��

�����	 �0. ;�� *��������� A,B � B \ A ���� ��� A ��� A∩ (B \A) = ∅
-��������� *���������� 6 ;������ 
���� ��� 	%��� -<� 9 P (B) = P (A)+P (B\
A)6 "��� 	%��� -:� ��� P (B\A) ≥ 0� ������ ��
��� ��� '����#���� 
����6
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	������9 p 	��� ��,-��
������������9 p 	��� ��,-� =⇒ . . . q
5�����������9 q �&� 
�� =��
�& ��,- #�� 
���-�
4 .����&&
�#��	4 #�� *��#�
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4 ��&& p ��,-� 	���4 �&� ���&,-4 ��&� 	��� p�

�
� �����
��
 $
%
�& �
��-� ��� �
� *,-��&&�
	
�� I���J ��& I���J� >� %��� �
�
>F�&�
�#��&&�	
�4 �
�� ��,-%
�& �
� >���
���	�
�� ��
� �
� 9��
-���	 ���
*+�#
� 
��	
&
�#��

���	$���

�� =�� �
���,-�
� ��
 
�&&�	
D
'����#����9 p = Nx ∈ R :

√
x + 3 =

√
x − 2 + 4 ⇐⇒ ∀x ∈ R :

√
x + 3 �=√

x − 2 + 44 x ≥ 2 ��
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$
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	�
�
� %�� p�
	������9 p = ∃x ∈ R :

√
x + 3 =

√
x − 2 + 4�

������������9

∃x :
√

x + 3 =
√

x − 2 + 4 =⇒ ∃x : x + 3 = x − 2 + 8
√

x − 2 + 16
=⇒ ∃x : −11 = 8

√
x − 2

=⇒ ∃x :
−11
8

=
√

x − 2 < 0.
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�	 B \A := {x|x ∈ B ∩ x �∈ A} = B ∩A� (	
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� I���J (q ∧ (p =⇒
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�O 
�& p 
�	�� &�,- �� �
� *,-��&&�
��
 q = ∃x :√

x − 2 < 0 �� =��
�& ��,- #� q = ∀x :
√

x − 2 ≥ 0� =�� -��
� ��
 ��/
 �������� p =⇒ q �
%�
&
� ��� #�&���
� ��� �
� �7���	�
�� ��� q ����
��� ����
-� ��� p &,-��
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�� �
%�
&
� %���� >& �&� #� #
�	
�4 ��&& x ��� a+x = b
��
 ������� �
�����	
 8�-� �&��
��#� �
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� %�� ��4 
& 	��� 
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 %
��
�
 8�-� x′ ��� ��
&
� >�	
�&,-���4
��-� #� #%
� �
&� ���	
	
�
�
� 8�-�
� a, b 	��� 
& 
��
 8�-� x′ ��� a+x′ = b�
���� ���	� 
I�JD a + x = a + x′ ��� 
& 	��� 8�-� y ��� a + y = 0�
=
��
� �&� ���� ��� *��# �

y + (a + x) = y + (a + x′) ��� ��� 
 I�J

(y + a) + x = (y + a) + x′

0 + x = 0 + x′

x = x′ �� =��
�& ��,- #�� 
���-�
x �= x′.

����� 
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	���

���,- �����
��
� $
%
�& #
�	
 ���4 ��&&

�� ∀x ∈ R : exp x �= 0�

�� ∀x, y ∈ R : (a2 + b2)2 ≥ 4ab(a − b)2�

�� ∀x ∈ R
+ : x + 1

x ≥ 2�

!����
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>�%� x, x′ ��� ex = 0 ��� e(x′) = 0�
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D >& 	��� ����
&�
�& 
�� F4 �7� ��& ex = 0 	��� I�	�� ��
�,-��	
���J�
>�%� x,−x ��� ex = 0 ��� e(−x) = 0�
���,- 5���� �������� �
��
� ��
�,-��	
� 
�-+�� ���D ex+(−x) = e0 = 0�
=��
�& ��,-4 �
�� a0 = 1 �7� ���
 a �= 0�

�� 
���-�
D >& 	��� 
�� a ��� 
�� b �
����4 ��&& (a2 + b2)2 < 4ab(a − b)2�
8��+,-&� (a − b)4 = a4 − 4a3b + 6a2b2 − 4ab3 + b4�
S�����
�� ��� �
��
 *
��
� �
� 9�	�
�,-��	 ��&D

a4 + 2a2b2 + b4 < 4a3b − 8a2b2 + 4ab3

a4 − 4a3b + 10a2b2 − 4ab3 + b4 < 0
a4 − 4a3b + 6a2b2 + 4a2b2 − 4ab3 + b4 < 0

(a − b)4 + 4a2b2 < 0.

=��
�& ��,-4 �
�� ��
 ����
 *
��
 �
� 9�	�
�,-��	 �&� &�
�&  �&�����

�� 
���-�
D x + 1
x < 23

x +
1
x

< 2 Y · x > 0

x2 + 1 < 2x
x2 − 2x + 1 < 0

(x − 1)2 < 0.
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 B *,-��&& ���
n ��� n + 1C �#%� B ��������� 7�
� n C 
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 )
,-��
���	��	
���,- �
� ���	
��
�

-
�� ��. *��� 	������ p = ∀n ∈ Nn0 : p(n) � ����� Nn0 = {n|n ∈ N ∧ n ≥ n0}
��� ����� ���� ����� ����



���� ��	 ���������������� ��

�� -L�����������
���� p(n0) ��� ����6

�� -L���������������� 9 n → n + 1� ∀n ≥ n0 : p(n) =⇒ p(n + 1)6

'�����6 >& &
� N
∗ ��
 5
�	
 ���
� ���7���,-
� 8�-�
� �4 �7� ��
 ��
 
�&&�	
 p(n)

	���� ���� �&� ��� �J n0 ∈ N
∗ ��� ��� �J ��& 
��
� 8�-� n �-� ������
����
�

��,-���	
� n+1 ∈ N
∗� ��-
� 
��-+�� ���	���� �
& H>
�U*V1>� 
F���
�&@/

&�
�& I
F��� ��J ��
 5
�	
 N
∗ ���
 ���7���,-
� 8�-�
�4 ��&� N

∗ = N ��� &����
	��� p(n) �7� ���
 ���7���,-
� 8�-�
�4 %�& #� �
%
�&
� %���

5�� ���
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�&&�	
 p(n) 7�
� ���7���,-
 8�-�
�
� �7� n = n0 ��,-��	4 ��� ���	� ��& �
� �7���	�
�� �
� �
���,-�
�
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 �7�
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��	
& n ��
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�� ���������&�����	
5�� #
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D >& 	��� p(n0)�

�� ���������&����-�

5�� �
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 ��D p(n) &
� �7� �
��
��	
& n ≥ n0 ��,-��	�

�� ���������&&,-���� In → n + 1J
5�� #
�	
D 9��
� �
� .����&&
�#��	 �� I���������&����-�
J �&�
��,- p(n + 1) 
��
 %�-�
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���	$���
8� #
�	
� �&� ��
 �7���	�
�� �
� ���(����� ������
����� D

n∑
i=1

i =
n(n + 1)

2
, n ≥ n0 = 1.

�� ���������&�����	
8� #
�	
�D >& 	��� p(n0 = 1)D

1∑
i=1

i =
1(1 + 1)

2
, d.h.1 = 1.

�� ���������&����-�
D
>& 	���D

n∑
i=1

i =
n(n + 1)

2
, n ≥ n0 = 1

�
�� 8� #
�	
�D

n+1∑
i=1

i =
(n + 1)((n + 1) + 1)

2
=

(n + 1)(n + 2)
2
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���� �� ��������	���	��

�

n+1∑
i=1

=
n∑

i=1

i

︸︷︷︸
n(n+1)

2
nach2.

+(n + 1) I8
��
	��	 �
� *���
J

=
n(n + 1)

2
+ (n + 1)

=
n(n + 1) + 2(n + 1)

2

=
(n + 1) + (n + 2)

2
q.e.d.
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i=1(2 · i − 1) = n2�

�� ∀n ≥ 1 :
∑n

i=1 i3 =
(

n + 1
2

)2
���

�� I$
�������&,-
 9�	�
�,-��	J ∀n ≥ 0 : (1+α)n ≥ 1+n ·α;α > −1 �
&��

�� ��
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���������
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�������	
�J ��� n ���
�����
� �
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&,-�
�
�
� >�
�
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� �&� 	�
�,- �
� H������ 1 · 2 · 3 · · · · · n = n! ���
�
���7���,-
� 8�-�
� ��� 1 ��& n�

�� 5�� �
�
,-�
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��%�,��
J #��+,-&� 
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 *���
�����
� �7�
sn =

∑n
i=1(i · i!) ��� #
�	
 ���� �������� ��
 �
����
�
 ?���
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�� 5���� ��#�
�
� *�
 ��
 ����������&�����&&
�#��	 ��� �
� ?����� (1 + α)�

�� 1���
� *�
 
��
& �
� (n + 1) >�
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������,- �
&�� =�
 ��
�
 56	��,-/
�
��
� �
� 
�������	 	��� 
& �7� ��
 �
&���,-
� n >�
�
��
O

�� ��
 �
����
�
 I���,- H����
�
�J ?���
� �&� sn = 1 ·1!+2 ·2!+ · · ·+n ·n! =
(n + 1)! − 1 �
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� *�
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� H��
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� ��& ��� ����
� *�
 �
� :
�� &� ��4
��&& ��
 ��������&����-�
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���#��� �&�4 ��� 
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�� 7���	 ��
���4 �
�
�<
�&�,-���,- ���,- � �
����� �&��
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�
n

k

�
= n·(n−1)·(n−2)...(n−k+1)

k!
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��


�� ���������&�����	

n = 1 :
∑1

i=1(2i − 1) = 12 =⇒ 1 = 12 = 1�

���������&&,-���� n → n + 1

8� #
�	
� D
∑n

i=1(2i − 1) = n2. =⇒ ∑n+1
i=1 (2i − 1) = (n + 1)2

=�� #
��
	
� 	

�	�
� ��
 *���
4 ��� #%��∑n+1
i=1 (2i − 1) =

∑n
i=1(2i − 1) + (2(n + 1) − 1)�

�
� 
�&�
 *������ ��� �
� �
,-�
� *
��
 �
� ��
�,-��	 �&� ��,- �������/
��&�����&&
�#��	 n2� *���� ���	�

∑n+1
i=1 (2i − 1) = n2 + (2(n + 1) − 1) =

n2 + 2n + 1 = (n + 1)2 "�
���

�� ���������&�����	

n = 1 :
∑1

i=1 i3 =
(

1 + 1
2

)2

=⇒ 13 =
(

2
2

)2

= 1�

���������&&,-���� n → n + 1

8� #
�	
�D
∑n

i=1 i3 =
(

n + 1
2

)2

=⇒ ∑n+1
i=1 i3 =

(
n + 2

2

)2

.

n+1∑
i=1

i3 =
n∑

i=1

i3

︸ ︷︷ ︸
+(n + 1)3

=
(

n + 1
2

)2

+ (n + 1)3

= (
1
2
· n · (n + 1))2 + (n + 1)3

=
n2(n + 1)2 + 4(n + 1)3

4

=
(n + 1)2 · (n2 + 4n + 4)

4

=
1
4
· (n + 1)2 · (n + 2)2

=
(

n + 2
2

)2

q.e.d.
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n = 0 : (1 + α)0 ≥ 1 + 0 · α =⇒ 1 > 1�

���������&&,-���� n → n + 1
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8� #
�	
�D (1 + α)n ≥ 1 + n · α =⇒ (1 + α)n+1 ≥ 1 + (n + 1) · α�
��,- .����&&
�#��	 �&�

(1 + α)n ≥ 1 + nα | · (1 + α) ≥ 0
(1 + α)n+1 ≥ (1 + na)(1 + a)

≥ 1 + α + nα + nα2

≥ 1 + (n + 1)α + nα2

≥ 1 + (n + 1)α, �� nα2 ≥ 0.

�� ���������&�����	

��
 $
-�� ���	 �&� �<
�&�,-���,- �7� n = 1 ��� n = 2 ��,-��	�

���������&&,-���� n → n + 1

8� #
�	
�D =
�� ��
 
�#�-� �
� H
���������
� �7� � ���
�����
� �
�/
&,-�
�
�
 >�
�
��
 	�
�,- n! �&�4 &� �&� ��
 
�#�-� �
� H
���������
� �7�
(n + 1) >�
�
��
 	�
�,- (n + 1)!�
�
��
� %�� ��& 
��
& �
� (n + 1) >�
�
��
 �
&�	
-���
�4 &� 	��� 
& �7� ��

�
&���,-
� n >�
�
��
 ��,- .����&&
�#��	 n! 
�������	
�� *
�#� ���
��& .
���-�
� �7� ���
 (n + 1) >�
�
��
 ����4 &� 
�	
�
� &�,- (n + 1) · n!
H
���������
�3 ��& �&� ��
� (n + 1) · 1 · 2 · 3 · ·̇n = (n + 1)!4 %�& #� #
�	
�
%���

�� �J .
����
�
 *���
�����
�
s1 = 1 · 1! = 1
s2 = 1 · 1! + 2 · 2! = 5
s3 = 1 · 1! + 2 · 2! + 3 · 3! = 23
���
sn = 1 · 1! + 2 · 2! + · · · + n · n! = (n + 1)! − 1 .
������	PO�
�J $
%
�& ���,- ��������� �
� *���
�����
�

sn =
n∑

i=1

(i · i!) = (n + 1)! − 1,

n = 1 : &�
-
 s1�
8� #
�	
�D sn = (n + 1)! − 1 =⇒ sn+1 = (n + 2)! − 1�
�� �
� :�� �&�

sn+1 = sn + (n + 1) · (n + 1)!
= ((n + 1)! − 1) + (n + 1)(n + 1)!
= (n + 1)!(1 + (n + 1)) − 1
= (n + 1)!(n + 2) − 1
= (n + 2)! − 1 q.e.d.

E� ���������&�����	
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n = 1, n = 2, n = 3 : ��
 *���
 13 + 23 + 33 = 36 �&� ���,- � �
��/
����

���������&&,-���� In → n + 1J

8� #
�	
�D =
�� n3 + (n + 1)3 + (n + 2)3 ���,- � �
�����4 &� ��,-
(n + 1)3 + (n + 2)3 + (n + 3)3�

(n + 1)3 + (n + 2)3 + (n + 3)3 = n3 + 3n2 + 3n + 1 + n3 + 6n2 + 12n + 8 + n3

+9n2 + 27n + 27
= n3 + (3n2 + 3n + 1 + n3)︸ ︷︷ ︸

(n+1)3

+ (6n2 + 12n + 8 + n3)︸ ︷︷ ︸
(n+2)3

+ (9n2 + 27n + 27)︸ ︷︷ ︸
9(n2+3n+3)

= (n3 + (n + 1)3 + (n + 2)3) + 9(n2 + 3n + 3)
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��
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��,- #�� ��������
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�4 ��
 ��� ���7���,-
� 8�-�
� ��-+�	
�4 &�	
�����
 3���������&
��������������
5�� ���� &�	
�4 ��&& 
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 ��������
 �
(������ ���,- )
���&���&	�
�,-��	
�
�
� ?���

ϕ(0) = x0, *����%
�� ϕ(n + 1) = Φ(n,ϕ(n)), n = 0, 1, 2, · · ·

�
&�	
�
	� �&��
���
� �&� x0 
�� 	
	
�
�
� �
��
��	
� I��,- �

��
�J =
�� ��� Φ 
��
 	
	
�
�

?�������� �	

������ 
	��

	
	� #�
��1�	�	
�
�	2
 ���
�	�� ��� �	
 0���%	
���� 1� ���#�	
�	
� +
 ��	�� � $���  	
��
�  �� �	
 &�	�;


�	 �	
 ���������� ����
������ 2 ����	 �	
 �������
 m + n �/
	 #�3� x0 = m �
� Φ ��	

5�������	
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� ����
�
� �	� C� �)�� � %�
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ϕ(0) = 0! *����%
�� ϕ(n + 1) = (n + 1)! = Φ(n,ϕ(n)) = n! · (n + 1)

*� 
�	��� &�,- 
�%� �7� ϕ(n = 4) = 4!D
0! = 1; 1! = (0 + 1)! = 0! · 1 = 1! · 1; 2! = (1 + 1)! = 1! · 2 = 2; 3! = (2 + 1)! =
2! · 3 = 6; 4! = (3 + 1)! = 3! · 4 = 24�

�
��� ��� �� ��
 �%#������ �
(������ �� �
� ?�����+�D n!
def
= 1 · 2 · 3 · · · · n4 &�
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� �������
� n ��,-� 
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��& H������ ��� � ��& n �� ��
 H��	����#
��
 &,-�
��
� ����4 �
�� %�& &��� ��&
H��	��� ��� 
��
� H��	����#
��
 1 · · · n �����	
�� ��& n �+2� &�,- ��,-� ��� B
��2
� C &�
�
��� 1�
� G %�
 ��,- ��
�
� ���
�
� ?+��
� G -���� ��� ��
 ��������

1
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-
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�
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,-���	 �
� *���
 sn =

∑n
i=1 ai, ai ∈ R
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 H��	����#
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 �
� 
��
sn = a1 + a2 + a3 + · · · + an &�����& �&�� �
&-��� 	
-
� %�� ��� �
� 
F ��#�/
�
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(������ �
� *���
 #�� ��������
� �
(������ �� 7�
�D
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���&���&	�
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%7�&,-�
 *���
 ϕ(n) = sn�

ϕ(0) = s0 = a0, *����%
��, ϕ(n + 1) = sn + 1 = sn + an+1, n = 0, 1, 2, · · ·

=
�� ��� �
� )
�-
 ��,- ��
 =
��
 0, 1, 2, · · · 
��	���4 &� 
��&�
-� &��#
&&��
��
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s := 0; s := s + an, n = 0, 1, 2, · · ·
��+�
	 (	8
����
 �	
 ��
 A

def
= B �	�A� 	)���#��* A 
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?�������&%
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D �� 
�&�
� *,-���� %��� ��
 8�-� ' ��� �
� * 
�,-
� ���# ��� �
�
���
� s ��	
�
	�� �� #%
��
� *,-���� In = 0J �&� ���� s := 0+a0 = a0 ��& >�/
	
���& a0 %��� %�
�
� �
� * 
�,-
� ���# s #�	
����
� ��� ����� ��& ���-
��	

>�	
���& ' 	
�6&,-�� �� �����
� *,-���� In = 1J �&� s := s + a1 = a0 + a1 �&%�
��
 
��#
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� *,-����
 %
��
� �� 
��
� B*,-�
��
C ��	
���
��
�� �&� ��& 	
%7�&,-/
�
 n 
��
�,-�4 %��� ��
 $
�
,-���	 ��	
���,-
�� >& &�
��� &�,- ���7���,- �7� �
�
;
&
� &����� ��
 ?��	
D =�
 (��
� ��� �
�����	
 )
���&���&	�
�,-��	
�O
��
 .��	
-
�&%
�&
 %��� �� �
&�
� �� $
�& �
�
� 
��+��
���

���	$����

�� ��
 H��
�# an, a > 0, n ∈ N�

>F ��#��
 �
(������D an def
= a · a · a · · · · n︸ ︷︷ ︸

n−mal

, a0 def
= 1�

��������
 �
(������D ϕ(n) = an

=�� 	
�
� 	�
�,- ��,- ϕ(n + 1) = an+1 �� ��� #
��
	
� �
� �
�#�
� 
�&/
���,� &�4 ��&& ϕ(n) �� �-� ��������4 ��&�

ϕ(0) = a0 = 1;ϕ(n + 1) = an+1 = an︸︷︷︸
ϕ(n)

·a1, n = 0, 1, 2, · · ·

�� ��& �+&&� &�,- �7� �
��
��	
 H������
 ϕ(n) = pn = Πn
i=0ai �
����	
�
��
��4

��� #%��

ϕ(0) = p0 = a0;
ϕ(n + 1) = pn+1 = Πn+1

i=0 ai

= an+1 · Πn
i=0ai

= an+1 · ϕ(n), n = 0, 1, 2 · · ·

�� ��
 >��& ��& �
�����
 >�
�
�� �
� 5���� �������� �&�4 %+�
 ��,- ϕ(0) =
1 
�� #��+&&�	
� 
����	&%
���

�� �� �
� ���
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,-���	 ���� ��
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/
&
�#� %
��
�4 %
�� �
� ���
	���� ��,-� ��� ��� �
� �

��
� 8�-� x ��-+�	�4
&���
�� ��,- �
� ���7���,-
� H����
�
� n ���%
�&�4 
�%�

In(x) =
∫

xnexdx,

ϕ(0) = I0(x) =
∫

x0exdx =
∫

exdx = ex4
ϕ(n + 1) = In+1(x) =

∫
xn+1exdx �

5�� 1���
 �
�  ����
��
� ���
�	������&����
�
∫

udv = uv − ∫
vdu ��� �
�

*��&��������
� u = xn+1, dv = exdx
=⇒ du = (n + 1)xndx �#%�v = ex ���	�D



���� ��	 ���������������� E�

∫
xn+1exdx = xn+1ex −

∫
(n + 1)xnexdx

= xn+1ex − (n + 1)
∫

xnexdx︸ ︷︷ ︸
In=ϕ(n)

.

�����& ���	
� ��
 )
���&���&	�
�,-��	
�

ϕ(0) = I0(x) = ex,

ϕ(n + 1) = In+1(x) = xn+1ex − (n + 1)In(x), n = 0, 1, 2, · · · ,

I2(x) =
∫

x2exdx,

n = 0 : ϕ(1) = I1 = x1ex − 1 · I0

= xex − ex

= ex(x − 1),
n = 1 : ϕ(2) = I2 = x2ex − 2 · I1

= x2ex − 2ex(x − 1)
= ex(x2 − 2x + 2).
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a) 0 < a0 < 1 b) an+1 = an · (2 − an), n = 0, 1, 2, · · · (�)

8�
� �
� 9��
�&�,-��	D ����
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����	
O
��#� 
����
�� %�� ��& �� �
� ����9  ��� ���� ������� ��������� -
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������ 5���� an ���� ���� -������ ������)��� ���� �� ������� ��� �����
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� n4 ��&& ��
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 ������� %+,-&� ���
���
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0 < an < 1 =⇒ an < an+1 < 1.
an < 1 (nachInduktionsvoraussetzung)

−an > −1 + 2
2 − an > 1

an+1 = an︸︷︷︸
<1

(2 − an)︸ ︷︷ ︸
>1

=⇒ an < an+1, I������� %�,-&
��J;
an+1 = an(2 − an) = 2an − a2

n = 1 − 1︸ ︷︷ ︸
=0

+2an + a2
n

= 1 − (1 − 2an + a2
n)

= 1 − (1 − an)2 < 1,
?��	
 �&� ����
�	
�� ��� 
��
� ��
�#%
�� 	.
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lim
n→∞an = lim

n→∞an+1 = g.
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g = g(2 − g) =⇒ g = 1�
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